4.6.1 Teorema de Rolle y Teorema del Valor Medio

En la fig. 4.9 se puede apreciar la grafica de una funcion que es continua en el intervalo
cerrado [a, b], f(a)= f(b)=0 yademis [ (x) existe (no tiene picos) en
todos los puntos del intervalo (a, b).

figura 4.9

fig. 4.9
Intuitivamente, puede verse que existe por lo menos un punto P de la curva, de abscisa
c entre a y b, enelcual larectatangente a la curva es horizontal (paralela el eje x).
Este resultado se establece con toda generalidad en el llamado Teorema de Rolle que se
enuncia sin demostracion.
TEOREMA 1 (TEOREMA DE ROLLE)
Sea f una funcidn de variable real que satisface las siguientes propiedades:

1. f es continua en el intervalo cerrado [a, b].
il. f esderivable en el intervalo abierto (a, b).



iii. fla)=f(b)=0.
Entonces, existe por lo menos un punto ¢ € (a,b) talque: f (c¢) =0 .

El siguiente teorema que se enuncia y se demuestra a continuacion, es una generalizacion
del teorema de Rolle y se conoce con el nombre del teorema del valor medio para
derivadas.

TEOREMA 2 (T.V.M.)

Sea f una funcion de variable real que satisface las siguientes propiedades:

1. f es continua en el intervalo cerrado [a, b].

1. f es derivable en el intervalo abierto (a, b).

Entonces, existe por lo menos un punto ¢ € (a, b) tal que: | f (c) = f(bz—f(a)
—da

Antes de ver la demostracion del teorema, analice su significado geométrico.

En la fig. 4.10 se muestra la grafica de una funcion que satisface las hipotesis del T.V.M.
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fig. 4.10

El término [f(b) - f(a)] / (b —a) esla pendiente de la recta secante a la curva que
pasa por los puntos A4 y B. De esta forma, se puede interpretar geométricamente el
teorema asi: Existe un punto P sobre la curva de abscisa ¢, c e (a,b) tal quela

recta tangente a la curvaen P cuyapendientees f (c), es paralela a la recta secante
AB.

Demostracion:

Usando la forma: dos — puntos de la ecuacion de la recta, se deduce para la recta secante,
la ecuacion:

y—f(a)=f(bz‘f(a)(x—a>

—a

De donde, yv=f(a)+ f(bz_f(a)(x— a)
—d

Definase ahora la funcion F (x) como la funcién distancia vertical entre cada punto (X,

f{x)) sobre la curva y el correspondiente (x, y) sobre la secante AB (segmento d. de
la fig. 9.12.) .

Asi que:
F(x)=f(x)-y

- f(x)—{f(a)+W(x—a)}

f)=f@)

Estoes, F(x)=f(x)- f(a)- b
—d

a) (D

La funcion F (x) asi definida satisface las hipotesis del Teorema de Rolle en el intervalo
[a, b]. En efecto:

1. F (x) escontinua en el intervalo cerrado [a, b]. (por qué?)
1i. F (x) esderivable en el intervalo abierto (a, b). (por qué?)
Ademds, F'(x)= [ (x)— 2B = /@) @)

b—a



1il. Finalmente, F'(a)= f(a)— f(a) - M(a —a)=0

b—-a
F(b)=f(b)—f(a)—W(b—a)=0

En consecuencia, de acuerdo con el teorema de Rolle, existe por lo menos un punto
cela,b) talque F (c¢)=0.

Pero, de acuerdo con (2) F'(c) = f'(c) - f(b;—f(a)
—da
Luego, f'(¢)~ f(bz—f(a) =0= f'(c)= f(b;—f(a)’ que era lo que se queria
—a I
demostrar.
Ejemplo 1.

Analizarsi  f(x)=x" —5x> —3x satisface las hipotesis del T.V.M. para derivadas en el
intervalo  [I,3] 'y en caso afirmativo, determine el valor(es) de C que satisface la
conclusion.

Solucion:

i. f(x)=x"=5x-3x escontinuaen [,3] (Por qué?
ii. f'(x)=3x"-10x—3=7 esderivableen (1,3) ¢Porqué?

Como f cumple la hipotesis del T.V.M., entonces, existe por lo menosun C, Ce (1,3)
tal que:

()= J (3;:{ @
Pero, f'(C)=3C*-10C-3; f(3)=3"-53"-33=27 f()=1-5-3=-7

~27-(-7) _

Asi que: 3C* -10C-3= 11

-10

Por lo tanto, 3C° —10C+7=0<BC-7)(C-1)=0

Dedonde, C=7/3, C=1



De estos dos valores, el unico que pertenece al intervalo (1,3) es C=7/3, queesla
unica solucion.
Ejemplo 2.

Para la funcién  f(x)=x>">, estudiar las condiciones del T.V.M. para derivadas en el
intervalo [— 2,2].

Solucion:

i. Claramente la funcién es continua en [-2, 2].

2 s 2
gx - 3x13

i f'(x)=

f' no existe en el punto x =0.

Luego, no se cumple la condicion 1ii. del teorema, y en consecuencia, no puede
garantizarse la existencia del punto C.

f(b)—f(a) _ 41/3 _41/3

2
Ahora, =0 como '"(x)=——— no se anula para ningin
b—a 4 y 1) E p g
valor real de x, entonces la igualdad: f'(c)= f(b;—f(a) no se cumplird en ningun
—d
C en (-2,2).
Ejemplo 3.

a. Demostrar que si la derivada de una funcién es 0 en un intervalo, entonces, la funcion
es constante en dicho intervalo.

b. Use la parte a. para demostrar que: f(x)=sec’ x —tan’ x es constante. Hallese el
valor de dicha constante.

Solucion:
Note en primer lugar que [ satisface las hipotesis del T.V.M. (Por qué?).

Ahora, sean x,,x, dos puntos cualesquiera del intervalo [a, b] ysea f la funcion.

Para probar la parte a. es suficiente probar que f(x,)= f(x,), lo cual obliga a que la
funcidn sea constante.



Segun el T.V.M., existe un nimero ¢ entre x, y x, talque:

y como f'(c)=0, se concluye entonces que

PCARNICY
X, — X,

Jx)=f(x).

b. f'(x)=2secx-(secx-tanx)— 2tan x(sec’ x)

f'(x)=2sec’ x-tanx —2sec’ x-tanx =0.
Como f'(x)=0, sesiguedelaparte a. que f(x) esuna funcidén constante.

Para hallar el valor de la constante, basta evaluar la funcidon en algiin nimero especifico, el
cual se puede elegir arbitrariamente; por ejemplo, x=7/3.

2 2
Se tiene entonces, f(7/3) = (sec Z) - (tan Z] =27 - (ﬁ)z =1.

Luego, sec’ x —tan’ x =1 paratodo x. (x en el dominio comin de la secante y la
tangente).

Este resultado no debe sorprender puesto que 1+tan> x=sec’ x, es una identidad
trigonométrica conocida.

Como aplicacién inmediata del T.V.M., se prueba otro teorema que permite determinar los
intervalos donde crece y decrece una curva conociendo el signo de su primera derivada.

TEOREMA 3 (CRITERIO PARA CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO)

Sea f una funcidn de variable real continua en [a, b] y derivable en (q, b).

1. Si f'(x)>0 paratodo x e (a,b) entonces f es creciente en [a, D].
1. Si f'(x)<0 paratodo x e (a,b) entonces f es decreciente en [q, b].
Demostracion:

L. Sean x,,x, dospuntosde [a b] talesque x, < x,.

Evidentemente, f es continuaen [x,,x,], f esderivableen (x,,x,),
luego por el T.V.M., existe por lo menos un punto ¢ € (a, b) tal que:



Sf(xy) = f(x)

Xy — X

f ()= (1)

De x, < x,, sededuceque x, — x, > 0 ycomo por hipotesis f'(c)>0,
se deduce de (1) que:
fO) = fx)= () (x, —x,)>0

Luego, f(x,)> f(x,) y [f escrecienteen [a, b].

1. Se demuestra de manera similar.

Observacion:

El crecimiento y el decrecimiento de una curva coinciden con el signo de la primera
derivada. Asi:

Donde f'(x)>0 (derivada positiva), f(x) es creciente.
f'(x) <0 (derivada negativa), f(x) es decreciente.

El siguiente teorema, permite clasificar los extremos relativos (maximos y minimos) de
una funcién, de acuerdo a las variaciones de signo de la primera derivada.

TEOREMA 4 (CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA PARA EXTREMOS
RELATIVOS)

Sea f una funcion continua en un intervalo /; sean a, b, ¢ puntosde [/, tales que
a<c<b y c unpuntocriticode f(f’(c)=0 o f‘(c) no existe).

Entonces:

1. Si f'(x)>0 paratodo x en (q,¢) y f'(x)<0 paratodo x en (c b),
entonces, f(c) es un maximo relativo. (fig.4.11 (a), fig. 4.11 (b)).

1. Si f'(x)<0 paratodo x en (a,c) y f'(x)>0 paratodo x en (c b),
entonces, f{c) esun minimo relativo. (fig.4.11 (d), fig.4.11 (e)).

1ii. Si f'(x)>0 paratodo x en (q,¢) y f'(x)>0 paratodo x en (c b),
entonces, f(c) no es un extremo relativo. (fig. 4.11 (c)).

iv. Si f'(x)<0 paratodo x en (a,¢c) y f'(x)<0 paratodo x en (c b),
entonces, f{c) no es un extremo relativo. (fig. 4.11 (f)).



£'(c)=0

a b c

(a)
(a)
¥
f'(c) no existe
=0 =<0

a c b

(b)

(b)



(©)

=0

(d)



f“'{-u f":ﬁ'ﬂ

(e I][%r existe

a C b

(e)

(e)

®

Fig. 4.11



Demostracion:

1.

1l.

1il.

1v.

Si f’(x)>0 en (a c), setiene por el Teorema 5 que [ es creciente, luego
paratodo x talque a <x<c, setiene:

fx)<f() (M

Ahora, como f’(x) <0 en (c b), entonces [ es decreciente (Teorema 5) y
de esta forma, paratodo x talque ¢ <x<b, secumple:

1> 1) )
De (1) y (2) se concluye que f(c) esun maximo relativo.
Similar a la parte 1.
Si f'x)>0 en (a,¢) y [f'(x)>0 en (c b), entonces por el Teorema 5
se tiene que f(x) <f(c) paratodo x en (a,¢) y f[f(c)<f(x) paratodo x
en (c, b); delo cual se concluye que f(c) no puede ser ni médximo ni minimo

relativo.

Similar a la parte iii.

Observacion:

En el lenguaje corriente, las partes i. y ii. del teorema 4, se expresan respectivamente, en
la siguiente forma:

Si la derivada pasa de positiva a negativa, entonces, el punto critico corresponde a un
maximo relativo; y si la derivada pasa de negativa a positiva, el punto critico corresponde
a un minimo relativo.

En los ejercicios resueltos 21, 22 y 23 de la seccion 4.4 del texto de Stewart se ilustra como
determinar para la grafica de una funcion dada los intervalos donde crece y donde decrece
la curva, asi como también los extremos relativos.

Para ello se explica el método grafico que es mucho mas expedito que el método analitico.

Ejemplo.

Considere la curva cuya ecuacion viene dada por

y:f(x):x4 -2x+3

Se tiene, entonces,  f'(x)=4x" —4x



= 4x(x - 1)(x + 1)

El signode f' (x) depende de los signos de sus factores

Signo de 4x
0

Signode (x—1)
1

Signode (x+1) ------------

Signode f'(x) o s----------- [+ - - - -
-1 0 1

De esta forma:

f decrece en los intervalos (—oo,—l) y (0,1).
f crece en los intervalos  (~1,0) y (1,+).

x=-1 corresponde a un minimo relativo. P, (~1,2)
x=0 corresponde a un maximo relativo. P, (0,3)

x=1 corresponde a un minimo relativo. P, (1,2)



