1.2 FUNCIONES

Una funcioén tiene un conjunto de partida (4), un conjunto de llegada (B) y una
“regla” de asignacion.

Lanotacion f: A4 —> B significa:
“f esunafuncionde A4 en B”. A4 y B son conjuntos no vacios.
f esunafuncionde 4 en B si satisface:
i. f esunarelacibonde A4 en B. Estoes, [ esun conjunto de parejas
ordenadas cuya primera componente estd en A y cuya segunda componente

estaen B.

ii. El dominio de f es A. Esto significa que a cada elemento de A4 le
corresponde al menos un elemento de B.

iii. A cadaelemento de A4 le corresponde a lo sumo uno de B.
El conjunto 4 se llama DOMINIO de f; B, CODOMINIO.

Si (x,y) estaen f, sediceque y eslaimagende x bajo f, y se escribe:

y=f(x)

Las condiciones ii. y iii. se resumen asi: A cada elemento de A le corresponde
exactamente una imagen.

En general, x se llama variable independiente; » (o f(x)) es la variable
dependiente.

En general, si 4 esun conjunto de nimeros reales, estoes, AC R, y
f:A>R,
se dice que f esuna funcién real de variable real.

Gran parte de las funciones reales suelen expresarse mediante una expresion algebraica,
sin hacer mencion de su dominio.

En estos casos, el dominio de f es el conjunto 4 “mas amplio” de nlimeros reales,
para los cuales el calculo de f(x) produce un numero real.

Ejemplo:

Sean f, g funciones reales definidas asi:



ﬂm=x§;gwh f_4

X+ x° =9

El célculo de  f(x) da como resultado un nimero real, excepto en el caso en que
x =-3 (denominador nulo). En consecuencia, el dominio de f es:

D, =R-{-3}
También: D, =(-0,-3)U(=3,+0).
Para que g(x) seaun nimero real, debe tenerse simultdneamente:
¥’ =420 y x*=9%#0
Por tanto, D, = (— oo,—3)u (— 3,—2]u [2,3)u (3,+oo).

De otro modo: D, =R —(-2,2)-{-33}.

1.2.1 Funciones definidas a tramos

Ciertas funciones tienen formulas diferentes, segun las regiones del dominio.

Ejemplo:
1-x? ; x<-—1
h(x) = 3 ; —1<x<2

3+Ux* -4 x=>2

Esta funcion esta definida para todo x real. Su dominio (R) esta separado en tres
(3) tramos: (—o0,~1),[-1,2) y [2,+). Véase su grafica.



1.2.2 Funciones constantes e idénticas

De una funcion se dice constante si todos los elementos del dominio tienen la misma
imagen. Sidicha imagen comines C, se escribe:

fx=C

La grafica de una funcion constante es una recta horizontal.

Ejemplo:

Una funcion que asigna, como imagen, a cada elemento del dominio el mismo
elemento, se llama funcion idéntica o funcion identidad:

J(x)=x

Su grafica es la recta bisectriz de los cuadrantes primero y tercero. Véase la figura



1.2.3 Ejercicios propuestos

Tomados del texto de Zill y Dewar (paginas 149y 151)
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1.2.4 Graficas de funciones
En el sistema de coordenadas cartesianas, es posible trazar la grafica de una funcién: es
el centro de los puntos del plano cartesiano cuyas coordenadas satisfacen la ecuacion de

la funcion, y = f(x).

Algunas gréficas tienen puntos en uno o en los dos ejes cartesianos; dichos puntos se
llaman interceptos de la funcion (o de su grafica) con los ejes.

Algunas funciones tienen caracteristicas especiales, por lo cual se les da un tratamiento
especial. Algunas son: funcion lineal, funcién cuadratica, funcidon exponencial, funcion
logaritmica, funcidn trigonométrica, funcion hiperbolica.

1.2.4.1 La funcion lineal

La funcion lineal tiene la forma: y= f(x)=mx+b. En esta ecuacion, m es la
pendiente de la recta, b es la “ordenada en el origen”, ya que el punto (o,b)
pertenece a la gréafica de la recta; en efecto:

flo)=b

Elpunto (o,b) esla “interseccion de la recta con el eje ).

2

Para determinar la “interseccion de la recta con el eje x”, debe resolverse la ecuacion:
mx+b=0

Esta ecuacion tiene solucion unicamente en el caso en que la pendiente m es diferente
de cero:

b . .
En este caso, el punto (— ,Oj es el intercepto de la recta en el eje x.
m

En las siguientes figuras se observan las graficas de tres lineas rectas: la primera, con
pendiente positiva; la segunda con pendiente negativa, y la tercera, con pendiente nula.



1.2.4.2 La funcion valor absoluto

La funcién  f(x) = \x —3\ es una variante de la funcion “valor absoluto”. Su grafica

se compone de la union de dos tramos de linea recta. Esta funcion puede ser definida a
tramos, asi:

Esta funcion es simétrica con respecto al eje  y, pues
f(=x) = f(x)

paratodo x enel dominiode f (R: el conjunto de los nimeros reales).



A las funciones simétricas con respecto al eje y también se les denomina “funciones
impares”.

Existen también funciones simétricas con respecto al origen. Para estas funciones,
J(=x)==f(x)
paratodo x eneldominiode f (R).

Un ejemplo de estas funciones, también llamadas “funciones impares” es la funcion

f)=x’

cuya grafica se observa en la figura siguiente.

1.2.5 Operaciones con funciones

Las operaciones aritméticas entre nimeros reales pueden extenderse a funciones reales
de variable real. Entre estas pueden efectuarse las operaciones: adicion, sustraccion,
multiplicacion, division, potenciacion, radicacion.

Considérense dos funciones reales f, g con dominios respectivos D, y D,.

Sea D=Df ng.

Si D=#; esto es, silas dos funciones tienen elementos comunes en sus dominios,
pueden definirse las operaciones mencionadas asi:

(f+g):D—>R
x> (f+g)x)= f(x)+g(x)



Es decir, la funcidn adicién tiene dominio D, y la imagen de cualquier x en D se
obtiene como la suma de las imdgenes de x bajo f ybajo g.

De modo similar:

Operacion diferencia:
( |- g): D—>R
x> (f = g)x)=f(x)-g(x)

Operacion multiplicacion:
(f-g):D—>R
x> (- g)x)=f(x)-glx)

Operacion division:

D* es el conjunto de los elementos de D en los cuales g(x) #0. Recuérdese que
no existe la division entre cero.

En el texto de Zill, seccion 3.6, puede verse el siguiente ejemplo:
f(x)=x>+4x ; g(x)=x>-9
Esclaroque D, =D, =R

(f+g)(x):2x2 +4x-9
(f—g)x)=4x+9
(f-g)x) =x* +4x* —9x* —36x

(fJ(x) _x7 +4x

x? -9

Notese que D =R. D es el dominio de las funciones (f+g), (f —g), (fg) En
cambio, el dominio de la funcién corriente i es: R —{3,—3}:3 y —3 son los
g

puntos en los cuales se anula la funciéon g(x).

En la misma seccion del texto de Zill se presenta otro ejemplo:

f)=x; gx)=-/x



Esclaroque D, =R, mientras D, =R; (el conjunto de los reales no negativos).
D=RANR; =R}

Asi, R, es el dominio para las funciones ( f+ g), ( f- g), ( E g). El dominio para

es, en cambio, R" (el conjunto de los reales positivos).

0Q |~

1.2.6 Composicion de funciones

Sean f, g funciones reales de variable real, con dominios respectivos D, y D,

y rangos respectivos  7(f) y r(g). Recuérdese que el rango de una funcion es el
conjunto de los valores que puede tomar la funcion.

Si r(f)c D,, entonces existe una funcion llamada FUNCION COMPUESTA DE g
y f, denotada go f, y definida asi:

(gof):D, >R
x> (g0 )(x) = g(/(x)
Ejemplo:
Considérense las funciones:
f)=x"+2 5 gx)="x-3
D,=R ; D, :[3,+oo):{xeR:x23}
Elrangode f es: r(f)= [2,+oo).

Para definir go f, es preciso restringir el dominio de f, de modo que f(x)=>3.



Esto exige que: x> +2>3
O sea, x*>1

Se obtiene asi que debe restringirse el dominio de f a:

D; ={xeR:xé—1vx21}

Ahora, go f: D; —>R
x> (g0 )x) = g(f(x))

Luego, (gof)(x)= g(x2 +2)
(g0 f)x)=r/x?~1

1.2.7 Ejercicios propuestos

Resuelva los siguientes ejercicios tomados del texto de Zill, paginas 166y 167.
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1.2.8 Funciones inversas
Considérese una funcién real f:
f:D;, >R

La funcién f es uno a uno si elementos diferentes (en el dominio) tienen imagenes
diferentes. De otro modo:

f esuno a uno si:

S(x)=f(x)=>x =x,

Ejemplo:
f(x)=x"+1



Sean: f(x,)=f(x,); estoes, x, —l=x;—1.
Es facil deducir que x, =x,.
Asi, la funcién f es uno a uno.

Por otra parte, la funcion [ es sobre siy solo siparatodo y en R existeun x en
D, talque f(x)=y.

De otro modo [ es sobre si todo elemento en el codominio tiene al menos una
preimagen.
Ejemplo:
f)=x"~1
Sea yeR. (Existe x en R talque f(x)=y?. Encaso afirmativo, y=x"-1.

De aqui se deduce,
x=3/y+1

Asi, f(x)=fB[y+1)=y+1-1=y
f es, por tanto, sobre

Si una funcion es a la vez uno a uno y sobre, se le llama BIYECTIVA.

Ejemplo:
f@=x-1

Esta funcion, como se ha visto, es biyectiva.

Toda funcidén biyectiva f tiene asociada una funcioén llamada INVERSA y denotada
£, asi
f:A—> B
f1:B—>4
[T@=y st f(y)=x



En el ejemplo que se trae,

f:R—>R
f(x)=x"-1
S =3yl

Para las funciones inversas se cumple:

(For"Yo=r(r"x)
(F o0 =r"((x)

a
X

Es decir, la composicion de una funcion y su inversa, produce la funcién idéntica.

Ejercicio:

2
x> +1

Considérese la funcion  f(x) =

(Cual es el dominio de f? Surango?

Demuéstrese que [ es biyectiva y que su inversa es:

2—x

S@=

Véase la solucion en el texto de Zill (pagina 170).

Una propiedad interesante de las funciones inversas es que sus graficas son simétricas
entre si con respecto a la recta y = x (bisectriz del primero y el tercer cuadrante).
Véase la figura siguiente.



1.2.9 Ejercicios propuestos

Resuélvanse los siguientes ejercicios, tomados del texto de Zill, pagina 173.
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1.2.10 Ejercicios propuestos

Resuélvanse los siguientes ejercicios, tomados del texto de Zill, pagina 180.



